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Usporné zapisy

|
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I. Vektor AB zapisujeme jako B — A namisto OB — OA.
Divod: 07+E:O_B> — AB = 0B — OA.

—_— =
»Rychleji*: OB—-0A=(B-0)—-(A-0)=B-A.

1
I1. Stfed tsecky AB zapisujeme jako §(A + B).

—

— 1 —
Divod: Je to bod S urceny vektorem OS = 5( A+ OB).

Obecné: Vyraz A\ Ay + Ao As + ... + M\ A, oznacuje
> vektor, je-li soucet koeficienti \; roven 0;

> bod, je-li soucet koeficientti \; roven 1.



Priklad 1

Ve ¢tyfuhelniku ABC D, jehoz strany AB a C'D nejsou
rovnobézné, oznacime FE stied strany AB a F' stfed strany C'D.
Dokazte, 7Ze stfedy usecek AF, CE, BF', DE jsou vrcholy
rovnobézniku.
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1 1
E=Z(A+B), F=3(C+D)
1 1 1
Pi=3(A+F)= 124+ C+D), Py =120+ A+ B),
1 1
Py=7(2B+C+D), Py= (2D + A+ B)

1
PQ_PIZZ(_A+B+C_D):P3_P4



B

1 1
E=Z(A+B), F=3(C+D)
1 1 1
Pi=3(A+F)= 124+ C+D), Py =120+ A+ B),
1 1
Py=7(2B+C+D), Py= (2D + A+ B)

1 1 1
Pr~Pi=(-A+B+C-D)=P~P :ZA_B’—ZCT)#&






Skalarni soudin dvou vektoru

Provazanost s kosinovou vétou: Pro obecny AABC plati
9 9 _— = _— = —_— =
¢ =|AB]? = AB-AB = (CB—CA) - (CB-CA) =
= |CB|* -2 CB-CA+ |CA]? = a® + b* — 2abcos .
—— —_— ——

—a2 =abcosy —p2



Priklad 2

Dokazte Thaletovu vétu: Je-li bod O stied usecky AB o délce 2r,
pak pro kazdy bod X riznyg od bodu A, B je thel AX B pravy,
pravé kdyz plati |OX| =r.
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Priklad 3

Je dan konvexni ¢tyiuhelnik ABCD, jehoz strany AB a CD
jsou shodné. Dokazte, ze piimky AB a CD sviraji stejny thel
s primkou, kterd prochazi stiedy stran AD a BC.



B
ﬁ:L_K:B+C_A+D:(B—A)+(C—D):u+v,
2 2 2 2
= (= — —12 =
cos (ﬁﬁ) =2 (uf ”2 |1i J:u i}
|al - |u+d]  |a] - |u+ 7]
— — JR =12 e
cos (U,KL) = v_, (_,+v_). |}.}| —tu _.v
0] - @ +d]  [d]-[d+ 9]

Diky ptfedpokladu |i| = |¥] se oba kosiny rovnaji. O



Priklad 4

V prostoru jsou dany tri rizné poloptimky OA, OB, OC

se stejnym pocatkem O, pricemz zadné dvé z nich nejsou
navzajem opacné. Ukazte, ze vSechny tii hly tvofené osami
uhlt AOB, BOC a COA jsou bud ostré, nebo tupé, nebo pravé.




Uhel mezi dvéma nenulovymi vektory je ostry (pravy, tupy),
je-li jejich skaldrni souéin kladny (nulovy, zaporny).

7, 7, k — jednotkové smérové vektory poloptimek OA, OB, OC
= 1+7, 7+ k, ¥+ k — smérové vektory os tuhli AOB, BOC, COA
G+ -G+k) =2 +7-T+T-k+7 K

G+k)-G+E) =k +7-7+7-k+7F,

@T+k)-@C+) = +7-7+7k+ 7k

2 = |j12 = |k|*> =1 = tii skalarni souciny se rovnaji [J



Vektorovy soucin dvou vektoru

W=ix7 < |40 = @ Lliad L,
u,

@] = [a] - 0] - sin g,

|@W]#£0 = trojice (i, U, W) spliyje ...




Priklad 5

Necht ABCDEF je konvexni Sestitthelnik, jehoz kazdé dvé
protilehlé strany jsou rovnobézné. Dokazte, ze trojuhelniky
ACFE a BDF maji stejny obsah.

E D



A B

O — libovolny pocatek,
— - = — & =
a=0A,b=0B,¢=0C,d=0D,e=0EFE, f=O0F.

7 rovnobéznosti protilehlych stran

15



c
F
A B
O — libovolny pocatek,
o —_— - - L, == o == L, == = =
@=0A,b=0B,¢é=0C,d=0D, é=OE, f = OF.
EXE—Exd—axe=dx f—dxb—bx f
2S10m = |AC X AE| = |(6—) x (6—@)| = |ex é—Exd—ax e,
_— = - - - =
bx f].

2Sppr = |[BDXBF| = |(d-b)x (f~b)| = |[dx f~dxb—
O

Proto skute¢né Saice = Sppr-



Deékuji za pozornost.



Priklad 7

V prostoru jsou dany dva pravidelné pétithelniky A1 B1C1 D1 E
a Ay BoCy Do E se spoleénym vrcholem FE, které nelezi v téze
roviné. DokazZte, ze piimky Ay As, B1Bs, C1Cy a D1 D5 jsou
rovnobézné s nékterou rovinou.




Pro vhodna p, q,r, s € R plati

EC, = pEA1 +qEB1 a FED,= rEA; + sEBi,

stejné jako

ECy =pEAy+qEBy; a EDy=rEAy;+ sEDB,.



ECy =pEA, +qEBy, ED; =rEA; + sEBy,
ECy = pEAz + qE By, EDy =rEAy 4+ sEB,.

Proto vektory CTC; a DTD; maji vyjadfeni:
C1Cy = ECy — ECy = (pEAs + qEB3) — (pEA1 +¢EB,) =
=p(EAs — EAy) + q(EBy — EBy) = pA1As + ¢B1 Bo,
DDy = EDy — EDy = (rEAs + sEBy) — (rEA; + sEB;) =
=r(EAy — EA1) 4+ s(EBy — EBy1) =1rA1 A2 + sB1 B>

Vsechny CGtyfi pfimky A Ay, B1Bs, C1Cs a D1 D5 jsou tak
b . o — S
rovnobéZné s rovinou uréenou vektory Ay A; a B1By. O




Priklad 8

Necht A, B, C, D jsou &tyfi nekomplandrni body v prostoru.
Najdéte mnozinu stiedti vsech rovnobézniki, jejichz vrcholy lezi
postupné na tseckach AB, BC, CD, DA.

D




P=tA+(1-tB, Q=uB+(1—u)C, (t,u € (0,1))
R=vC+(1—-v)D, S=wD+(1—-w)A (v,w € (0,1))

PQRS je rovnobé&zntk < X =1(P+R)=31(Q+59)



P=tA+(1-1B, Q=uB+(1-u)C, (t,u e (0,1))
R=vC+(1—-v)D, S=wD+(1-w)A (v,we(0,1))

PQRS je rovnobéinik < X =3(P+R)=1(Q+25)
1 1
§(tA+(1—t)B+vC+(1—v)D) = §(uB+(1—u)C'+wD+(1—w)A)

Odtud diky nekomplanarnosti bodu A, B, C, D plyne
t=1-w, 1—t=wu, v=1—u, 1—v=w.

Resenim je u = w = 1 — t a v = ¢, takze hledané stiedy X jsou

A+C B+ D
+ +(1-1)- ; ,

X = %(tA+(1—t)B+tC+(1—t)D) —t.

coz je pro t € (0,1) rovnice jisté tsecky. O



